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Résumé

La transformée de Hough connait actuellement un
intérét grandissant grice a ses capacités de recherche
des paramétres de formes diverses dans une image ou
un signal. Citons, par exemple, la recherche des
paramétres de droites, de cercles, ou plus
généralement de coniques. Nous présentons ici une
approche analytique permettant de calculer Ia
transformée de Hough théorique pour des images
standards, dans le cas de la recherche de droites.

1. Introduction

La transformation de Hough a été initialement
introduite par Hough [8] pour détecter des
alignements de points. Plus généralement, suite aux
travaux de Duda et Hart [5], on désigne par
transformation de Hough une méthode permettant de
repérer une forme géométrique dans une image. Cette
méthode a fait I'objet d'un nombre important de
travaux, aussi bien du point de vue théorique, du point
de vue de sa formulation, que d'un point de vue
industriel pour ses applications en reconnaissance de
forme. Parmi les auteurs ayant contribué 4 généraliser
la transformation de Hough, nous pouvons citer
. lllinworth et Kittler [9] et Maitre [12] [13] [14]. Ce
. dernier a donné une définition générale que I'on peut

résumer comme suit :
Considérons un ensemble de N points sélectionnés.
Chaque point est repéré par ses coordonnées dans un
espace a n dimensions. Supposons que l'on recherche
une famille de courbes pouvant étre paramétrées par
au plus p paramétres. On appelle Transformée de
Hough associée a cette famille de courbes, une
transformation faisant correspondre une de ces
courbes repérée par la valeur particuliére des
paramétres a l'ensemble des points identifiés par
leurs coordonnées.

2. Transformée de Hough et
Transformée de Radon

La transformée de Hough associe la description
observée I(x,y) d'une image a sa description

T(a.,az,...,ap) dans l'espace des paramétres. Cette
transformation peut étre abordée a l'aide de deux
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approches : une approche discréte et une approche
intégrale continue.

2.1 Méthode discreéte

La méthode discréte consiste & décomposer I'espace
de Hough (I'espace des paramétres a,,3),...,3p) €N un
nombre fini de pavés élémentaires auxquels on associe
un compteur. Pour chaque point (x,y) de l'image, on
parcourt la courbe transformée dans I'espace de
Hough. Chaque fois que l'on pénétre dans un des
pavés, on incrémente le compteur correspondant. Si
I'on veut une bonne précision, il faut choisir un
nombre important d'éléments dans I'espace de Hough,
ce qui entraine un nombre trés important de calculs.
Cette approche rend difficile I'obtention d'une
expression analytique exploitable de la transformée
d’une image simple, ce qui a été tenté par Lopez et
Pousset [11]. Afin de réduire le temps de calcul, des
approches probabilistes de la transformée ont été
proposées, parmi lesquelles une étude comparative
faite par Kalvianen et al.[10].

2.2 Méthode intégrale

La forme géométrique recherchée impose une
relation entre les coordonnées (x,y) des points de
I'image et les paramétres (a1,2,...,3,) de la forme. Les
points de limage dont les coordonnées (x.y)
respectent cette relation forment une région 92 de
I'image. Soit T(X,,21,8,...,3p) l'indicatrice de cette
région définie comme suit :

TX.Y,21,8,..,8p) = 1 si(Xy) € &,

(X,Y,a1,82,-..,8p) = 0 sinon.

Quand la forme recherchée est une ligne, la relation
décrivant cette forme est

fx,y,a1,3,,...,35) = 0. {E1}

L'indicatrice de la région ou cette relation est vérifiée
est la distribution de Dirac

T(X,Y,a1,82....3p) = H(fX,y,21,),....8,)). {E2}

Soit I'image I(x,y), la transformée de Hough

T(al,az,...,ap ) de cette image, pour la recherche de

la forme de paramétres (a1,33,...,a;) est donnée par
I'intégrale suivante :
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T(ay,8p0m8,) = J.J-I(x,y)S(f(x,y,al 8 5es8 ).

{E3}

On reconnait a la relation {E3} la transformée de
Radon qui a été mise en relation avec la transformée
de Hough par Deans [2]. Cette forme de la
transformée de Hough a permis de concevoir des
processeurs optiques qui ont été proposés par
Eichmann et Dong [6] en optique cohérente, puis
Gindi et Gmitro [7] en optique incohérente et
finalement par différentes équipes ([1],[15] et [17]).

Dans cette étude, notre contribution porte
essentiellement sur deux points :

- un nouveau mode de représentation des droites,
qui préserve la linéarité des relations utilisées ;

- une approximation de la distribution de Dirac, qui
permet le calcul théorique de la transformée de Hough
sur des images élémentaires.

3. Représentation des droites

3.1 Représentations classiques d'une
droite
Nous allons restreindre l'étude de 1la

Transformation de Hough dans son but premier qui
est la détection de droites. Cette transformation
consiste a associer a chaque point défini dans un
systéme de coordonnées, un ensemble de paramétres
définissant les droites. Cependant la paramétrisation
des droites dépend de leur mode de représentation.
Une représentation classique est la représentation
cartésienne. A un ensemble de points P(x,y) vérifiant
I'équation y=ax+b, on associe un point dans
l'espace de Hough de coordonnées (a,b).
Réciproquement a un point de coordonnées (x,y), on
associe une droite dans l'espace de Hough définie par
les points (a,b) tels que on ait b=-ax+y . Une
technique de recherche d'alignement consiste alors a
associer a chaque point de l'image une droite dans
l'espace de Hough. L'intersection de ces droites
donnera le point (ay,by) correspondant aux parameétres
de la droite recherchée dans I'image.

Une image correspond & une portion limitée du
plan. Les coordonnées de chaque point de I'image sont
comprises entre deux bornes. A I'opposé, les
paramétres cartésiens de la droite (a: pente de la
droite et b : ordonnée a I'origine) se situent dans une
portion non bornée du plan. En particulier on ne peut
pas décrire les droites verticales (de pente infinie)
dans la représentation cartésienne.

Une paramétrisation basée sur une représentation
polaire peut étre envisagée. Une droite située & une
distance p de l'origine et inclinée d'un angle 6 sera
représentée par le point (p,0) dans l'espace de Hough.

L'image est limitée au domaine ((0,Xmax),(0,Ymsx)) €t s2
transformée est limitée au domaine ((0,Pms);(0,)).
Chaque point de I'image (x,y) est transformé en une
sinusoide de l'espace de Hough (p,8). Par
accumulation des sinusoides correspondant a tous les
points de limage, on trouve les maxima
correspondant aux droites principales de l'image. Le
mode de représentation polaire des droites permet de
décrire toutes les droites de l'image dans une portion
bornée de l'espace des paramétres mais conserve la
propriété de la non linéarité de la Transformation de
Hough.

3.2 Représentation implicite

Pour décrire toutes les droites de I'image dans une
portion bornée de l'espace des paramétres tout en
conservant la propriété de linéarité de la transformée,
on utilise une représentation implicite de la droite.
Une droite de 1'image peut étre décrite par la relation

fix,y,a,b) =0 avec fix,yab)=ax+by+c.

Cette relation a deux degrés de liberté contient trois

paramétres, mais a, b, c sont choisis tel que
laf + |b] + |c| = 1.

En explorant les huit domaines déterminés par les
signes pris par les paramétres, nous obtenons des
symétries dans la transformée. La transformée d'une
droite de I'image est un ensemble de quatre points de
'espace des paramétres. Or, il suffit d'un seul point
dans I'espace de Hough pour caractériser une droite.
Nous éliminerons la moitié des points redondants en
choisissant de prendre uniquement les valeurs
positives de c. Une droite est alors décrite par la
relation implicite :

fix,y,a,b) = 0 avec fix,y,a,p)=ax+by-|a - [b| + 1.
{E4}

3.3 Transformée d'un point

Réciproquement, en fixant les coordonnées (Xo,Yo)
la relation {E4} est l'équation d'une droite dans
l'espace (a,b), plus exactement I'équation de 4 droites,
étant donné la présence de valeurs absolues de a et de
b. En normalisant la taille de I'image a un carré centré
de coté unité, les coordonnées X, et y, sont comprises
dans l'intervalle [-1/2, +1/2]. Les valeurs de a et b
sont alors limitées par les relations :

la] +[b]-2/3>0 et |a] +|b]-2<0.
Sur la figure 1, la transformée du point (Xo,yo) dans
l'espace (x,y) est le quadrilatére dessiné en gras dans
I'espace (a,b).
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Figure 1. Transformée d'un point.

4. Forme intégrale de la transformée
de Hough

Ayant défini la relation f(x,y,a,b) permettant de
décrire les droites dans I'image, il nous reste a traiter
l'intégrale définissant la transformée de Radon.

4.1 Approximation de l'intégrale proposée
La présence de la distribution de Dirac dans
l’mtcgrale ne facilite pas le calcul explicite de

I(a b). Nous cherchons une approximation

exploitable de la distribution de Dirac et pour ce faire,
nous considérons :

1d%]x]
2 @2

- que 5(X)‘ =

-que [x| peut étre décrit par le diagramme
asymptotique de Bode d'un filtre polynomial
coupe-bande d'ordre n,

- que le module de la fonction de transfert de ce
filtre se confond avec les asymptotes quand
l'ordre n tend vers I'infini.

Nous caculons alors ce module. En définitive, nous
proposons l'approximation suivante :

4 4nf(x,y,a,b)
5(£(x,y,a,b)) = =

n—>o (1+ e4nf(x,y,a,b))2 :

On écrit la transformée de Hough sous la
forme suivante :
4nf(x,y,a,b)

i(a b)= | _[ I(x, y, —dxdy.
einf(xy.a, b))

Pour des droites et en utilisant la relation {E4} on
obtient la relation

Bie 4n(ax+by—|a|—|b{+1)

7 dx
(l 4n(ax+by-|a|—|b]+1))

Tab)= tim (ficsy)
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S. Applications a des images simples

L'image est un rectangle, formé de la juxtaposition
d'éléments : les pixels, eux-mémes rectangulaires.
Calculons donc la transformée de Hough pour une
image rectangulaire de niveau de gris uniforme.

5.1 Transformée d'un rectangle de niveau
de gris uniforme

Cherchons la transformée d'une image formée d'un
rectangle blanc uniforme (niveau de gris = 1) sur un
fond noir (niveau de gris=0) et de coordonnées
[x15x2]x[yl’y2]' Dans ce cas

e4n(ax+by-|a|—|b|+l)

T Jim (& f - x
n—»w 4n(ax+by—|a|—|b|+l))

l+e
Si on pose
4n(ax+by-|a|-|b+1)
=e 5

u. = etn(ax+by, ~|aj-|b]+1) ’
Y1

u. = o*n(ax+by;—fal-|bl+1) ’
Y2

alors

I(a,b)= lim dx f ;
1o b (1+ u)2

- now b J:(dx,:l+u 1+u J

Si on note
_ 4n(ax, +by, —|a|]-|b]+1)
Xy ~ € >
_ _4n(ax, +by, —|a|-|b]+1)
Xy =€ ’
= *n(ax; +by; ~al-b}+1)
X1y, © 2
_ _4n(ax, +by, —|a|-|bl+1)
Uxyy, =€ ’

on obtient que

T(a,b)=].iln 1 L‘{l+uxlyl- uXZYl .1+ux7y2. uxl)’Z }

modib | w,  Mug, o, lbu,
En remplagant les Uyy par leur expression, en
simplifiant, et en notant



5 =axl+byl—|a|—|b|+l,

-82 =ax1+by2—|a|—|b‘+l,

.B3=ax2+byl—|a|—|b|+1,

54 = ax, +by, —|a|-|b|+1,
alors T(a,b) s'écrit

= 4ns, 4ns,
i(a,b)= lim 1 i (1+e ).(1+e ) .
n>o4nab | (14 ey 1+ ity

On a les cas suivants, lorsque n — ©

a)si §;,>0 = ™ 50 = (1+e4’”9‘)ze4“‘”’i

4nb,

= La(1+¢'™ ) ~4ns;,
4nb,

b)si ;<0 = e oo (1+e i)zl

4ns;

=>Ln(l+e ilx0.

Introduisons la fonction
POS(.Bi)= ‘Bi si 'Bi >0, P(E(.Bl)= 0 sinon,

alors
T(a,b)= ;lb-(POS(.84 )—Pos(8;)— Pos(8, ) +Pos(H;)) -

{ES}
On constate que si les J; sont tous négatifs, alors
T(a,b) est nul et si les J; sont tous positifs, alors
1(a,b) est nul puisque la
B4 —B3— By +5 =0 est vérifiée.

A la figure 2 on représente la transformée d'un
rectangle en nous restreignant au domaine a>0 et b>0.

relation

¥ b
K142)

WKiy1)

x 2 m1x) w142

Figure 2 : transformée d'un rectangle.

Les droites J; ont comme équation J; = 0 et

délimitent 6 zones dans le plan (a,b) que I'on appelle
LILI,IV,Vet VIala figure 2. En appliquant
{ES}, nous obtenons les caractérisations :

Zone VI : 1(a,b)=0,
Zone V :T(a,b)=~‘1;(x2 -X1)»

Zone IV :T(a,b)=;1g(a(x2 —1)+b(y, 1) +1),
~ 1
ZoneIII:I(a,b):;(yz—yl),

Zone Il :1(a,b)= -%(a(x1 ~1)+b(y; =1+,
Zonel :1(a,b)=0.

Si on note S le point d'intersection des droites 5, et By
alors S = (a,,b;) a comme coordonnées

ag = Yo = Yi
(x; =Dy -D-(x, - D(y2 -D
X2 X

bg = 3

ST (x -y -D-(x - 1(y2 -1

La transformée en ce point prend comme valeur
T(ag,bs) = (%, =1y =D~ (xz =132 - 1)-

Prenant pour X;, X3, Y1 ¢ Y2 les valeurs

correspondantes aux quatre coins d'une image, nous
obtenons ainsi la transformée de Hough d’une image
uniforme, que nous présentons a la figure 3. Nous
observons quatre maxima marqués.

Figure 3. Transformée de Hough d’une image
uniforme

Nous mettons en oeuvre la transformée de Hough
pour déterminer les paramétres des droites de l'image.
Ceux-ci sont donnés par les coordonnées des maxima
de la transformée. Nous devrons tenir compte de la
présence des quatre maxima dus 2 la transformation
des points non alignés dans l'image, quand nous
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chercherons les maxima correspondant aux droites
que nous voudrons mettre en évidence.

6. Réalisation pratique de la
transformée

L'image est discrétisée en (N,xN,) pixels que nous
repérons par deux indices k et 1. La transformée est
discrétisée en (N,xNy) pixels que nous repérons par
deux indices m et n. La discrétisation de I'image est
généralement imposée par le dispositif de prise de
vue, par contre la discrétisation de la transformée peut
étre aussi fine qu'on le souhaite, le domaine de
variation de a et b, ainsi que le nombre (N,xN,) de
« pixels » dans l'espace de Hough est laissé a la
discrétion de [Il'utilisateur. Pour calculer la
transformée, on considére l'image comme étant la
juxtaposition de pixels de niveau de gris uniforme, ce
qui nous permet d'utiliser les relations établies pour
un rectangle.

Appelons ITy l'indicatrice de la région

Ax Ax | Ay Ay
Xe Xk —T,Xk +7 s Y € yl—T’yl +—2—

Si on considére que le niveau de gris est constant
sur le pixel, alors 1'image peut s'écrire

I(x,y)= Zzl(xk’yl)nkl-

Par suite de la linéarité de la transformée, la
transformée de Hough de I'image s'écrit

I(a,b)= > 1(x,,y,)fi(k.1a,b), {E6)
el
avec

L2, b) = (Po(5, )~ Po(;) Pos(s )+ Pos(,)

a(xk -i‘zi)w(y, -%) —<ble1,

o xi -2 b3+ 2 o1,

5

)
5 =a(xk +%)+b(yl —%Z)—|a|—|b|+l,

A =a(xk +%)+b(yl +%)—|a|—|b|+1.

On obtient ainsi une premiére approche du calcul
de la Transformée de Hough destinée a repérer des
alignements dans une image.

La forme proposée ici permet de travailler sur des
images a niveau de gris, ce qui a été suggéré par Rong
et Wen [16]. Chaque pixel de I'image doit étre pris en
compte, ce qui alourdit le temps de calcul. Le calcul
de la transformée sur une image binarisée permet
d'ignorer les pixels de niveau de gris inférieur au
seuil de binarisation. Ce dernier est calculé par la
méthode de la conservation des moments statistiques
de Wen Hsiang Tsai [18]. La sommation de
I'expression {E6} ne porte alors que sur les pixels

d'indice (k1) tels que I(x,,y, ) > seuil.

7. Exemple

A titre d'exemple, cherchons les droites dans
I'image "bureau” présentée a la figure 4. 11 s'agit de
repérer les contours des meubles et des fenétres situés
dans I'image.

Figure 4. Image "bureau"”

Nous avons premiérement établi I'image contour a
l'aide du gradient de Roberts, que nous avons ensuite
binarisée (figure 5). Dans une application réelle, il est
préférable d'utiliser un détecteur de contour plus
performant, comme par exemple celui de Canny-
Deriche [3]. Nous avons appliqué 1'algorithme décrit
précédemment pour les points noirs marquant les
contours.

105



Figure 5. Image contour de l'image bureau.

La transformée de Hough de 1'image contour est
présentée a la figure 6. 11 y apparait des maxima dont
les coordonnées sont les paramétres des droites de
I'image.

Figure 6. Transformée de Hough de I'image contour.

Une méthode simple de détection des maxima
consiste a prendre en compte les points dont la valeur
dépasse un seuil donné. Ce dernier est calculé en
utilisant l'algorithme de Wen Hsiang Tsai [18]. Ce
faisant, certaines droites ne sont pas mises en
évidence car leur point représentatif n'atteind pas la
valeur du seuil et, au contraire, apparaissent certaines
droites qui n'existent pas dans l'image. Si on reprend
l'observation de la figure 3, on constate la présence de
quatre maxima. Il est raisonnable de penser que, pour
une image quelconque, des maxima se groupent
autour de ceux de l'image uniforme. Nous cherchons
alors non plus les maxima de fagon absolue, mais
relativement a la transformée de I'image uniforme, en
- divisant la transformée de I'image par la transformée
de I'image uniforme. Nous présentons le résultat de
cette normalisation a la figure 7.

Figure 7. Transformée de Hough normalisée par la
transformée de 1'image uniforme.

Le seuillage est alors plus efficace et isole plus
nettement les points représentatifs des droites
principales de I'image. L'efficacité de cette méthode a
été montrée en tragant les droites dont les paramétres

sont les coordonnées des maxima isolés par le
seuillage et en comparant a l'image de départ.

Nous présentons & la figure 8 le résultat du
seuillage sur la transformée normalisée. Chaque point
marqué en noir est la transformée d'une droite dont
les paramétres sont les coordonnées du point.

Figure 8. Transformée seuillée pour ne laisser
apparaitre que les maximas locaux.

8. Transformée inverse

Connaissant les paramétres des droites, nous
pouvons tracer celles-ci dans l'espace (x,y). Nous
utiliserons cette méthode en pratique. Nous voulons
montrer que nous pouvons obtenir le méme résultat en
revenant a l'original par application de la transformée
inverse. Il est connu que la transformée de Radon est
inversible [4] et nous conjecturerons qu'il en est de
méme de la transformée de Hough, par suite de la
similitude de leur expression. Soit donc la transformée
de Hough

Tab)= [[ieeys(ecey.abixdy.
Si on inverse, alors

T(xy)= [[T(@b)8(fxy.a,b))iadb,

en supposant que T(x,y) = I(X, y).
Dans le cas d'un rectangle uniforme de l'espace de

Hough, de coordonnées [a;,a;]x[b;,b,], l'inverse
obtenu est

I(x,y)= lim |da

n—oo 1

db,

4 fz 4ne4n.(ax+by—|a|—lb|+l)
: (1+

e4n(ax+by—|a|—|b|+l)) ¢

et si a>0 et b>0,
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T(x,y)= lim |da db

n—» 1

fz 4ne4n(a(x-l)+b(y—l)+l)
5

i e4n(a(x—l)+b(y-l)+1)) .
Si on note

b =ay(x-1)+b;(y-1)+1

by =aj(x=1)+b,y(y-1)+1

by =ay(x-1)+by(y-1)+1

By =ay(x-1)+b,y(y-1)+1
alors

= 1

1(x,y) = —————(Pos(§, ) — Pos(8; )— Pos(§, ) +

05)= (i octte) ~Postls )~ oty ) + Pty )
Pour a < 0 on remplace (x-1) par (x+1) et pour b < 0
on remplace (y-1) par (y+1). La transformée inverse
en un point (x,y) est la somme des transformées
inverses obtenues pour chacun des 4 quadrants du

plan (a,b).
8.1 Exemple

Reprenons l'exemple de I'image bureau. En
calculant la transformée inverse des maxima relatifs,
nous obtenons I'image présentée 4 la figure 8 que nous
pouvons comparer a I’image de départ.

Figure 9. Transformée inverse.

Nous voyons apparaitre les droites d’alignement
des bords des meubles et des fenétres. L’image étant
confuse dans le bas des fenétres, la transformée
inverse est elle-méme confuse & ce niveau. On peut
considérer qu’un trés grand nombre de points sont
alignés a ce niveau. Cependant la transformée met en
évidence toutes les possibilités d’alignement. Dans le
cadre de cette présentation, nous n'avons pas mis en
oeuvre des techniques de recherche des maxima
pertinents au niveau de la transformée, ce qui nous
aurait permit d'éliminer les points superflus.

9. Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous présentons une nouvelle
approche de la transformée de Hough. Cette approche
permet le calcul théorique de la transformée dans le
cas de la recherche de droites. Ceci a deux
conséquence pratiques :

- la connaissance de la transformée d'une image
uniforme permet de faire ressortir les détails par
rapport au fond de l'image, jusqu'a présent ce calcul
était conduit par intégration numérique, la méthode
proposée donne immédiatement la valeur de cette
transformée ; ‘

- ce travail ouvre la voie de la recherche d'un
algorithme rapide de cette transformée, voie de
recherche que nous explorons activement.

La forme de la transformée de Hough que nous
proposons a la relation {E3} est immédiatement
généralisable a la recherche d’autres éléments que des
droites dans des images, en réécrivant la relation
définissant la forme géométrique. Ainsi, nous testons
actuellement la recherche de paraboles dans des
images ultrasonores. Malheureusement, si nous avons
pu calculer analytiquement 1’intégrale définissant la
transformée de Hough dans le cas des droites,
’approximation proposée pour la distribution de
Dirac ne permet pas ce calcul pour les coniques. Nous
calculons alors une approximation numérique de .
I'intégrale. L’ implantation de la transformée est dans
ce cas de méme complexité que pour les méthodes
classiques. Nous portons actuellement nos efforts sur
I'obtention d'une autre approximation de la
distribution de Dirac permettant le calcul analytique
dans le cas des coniques. L'idée directrice est que dans
le cas de courbe ayant beaucoup de paramétres, la
connaissance théorique de la transformée permettrait
d’éliminer, par intégration préalable, les paramétres
non utilisés. La recherche des maxima pourrait ainsi
s'effectuer parameétre aprés paramétre, la recherche
d'un maximum selon un paramétre s'effectuant avec la
valeur trouvée pour les paramétres déja traités, alors
que la méthode actuelle exige un calcul systématique
pour tous les points de 'espace des paramétres.

Un autre axe de recherche est aussi ouvert en
remplagant dans I'expression {E1} l'égalité par une
inégalité et donc, dans l'expression {E2} Ila
distribution de Dirac par celle d'Heaviside. Les
formes recherchée sont alors des formes pleines, et
non plus des lignes (par exemple des disques a la
place des cercles).
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