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Abstract:

We construct a fast and exact multiscale transfor-
mation algorithm. baptized FMT. for gray level im-
ages.This algorithm has the advantages of both the
Laplacian Pyramid scheme and Mallat wavelet trans-
form. A mixed-scale visualization of the FMT trans-
form in one image shows clearly the phenomenon of
information concentration around edges regions. We
can then get a good characterization of an image from
only few significant multiscale coefficients, we can also
improve some standards compression methods (JPEG
and GIF) by combining them with FMT.

Key words: Multiscale transformations, Wavelets ba-
sis, Faber-Schauder multiscale basis. Image compres-
sion, Mixed scale visualisation. JPEG and GIF meth-
ods.

Résumeé:

Nous construisons un algorithme de transformation
multi-échelle (FMT) des images & niveaux de gris qui
est rapide et exacte. Cet algorithme représente un bon
compromis entre le Schéma du Pyramide laplacienne et
la transformation en ondelettes de Mallat. Nous présen-
tons ensuite une visualisation & échelles mixtes des im-
ages transformées qui permet de mettre en évidence les
propriétés de concentration de l'information autour des
régions contours. Cette représentation offre des possi-
bilités de compression des images par la transformation
FMT et permet 'amélioration de certaines méthodes

standard (JPEG et GIF) par combinaison avec FMT.

Mots clés: Transformations multi-échelles. Bases
d’ondelettes, base multi-échelle de Faber-Schauder,

Compression d'images, Visualisation & échelles mixtes,

Méthodes JPEG et GIF.

1 Introduction

Dans beaucoup de méthodes de compression d’images
a niveaux de gris. 'idée principale consiste & les trans-
former de fagon a concentrer I'information (ou 1'énergie)
de I'image sur un petit nombre de pixels. En général, les
transformations linéaires sont préférées car elles se pré-
tent trés bien & une étude analytique.Parmi les transfor-
mations les plus utilisées, on peut citer celle du cosinus
qui est & la base de la norme de compression JPEG
[11](7].

Les transformations multi-échelles permettent de
prendre en compte. en méme temps les grandes struc-
tures et les petits détails contenus dans une image et
de ce point de vue elles possédent des similarités avec
le systéme visuel humain [2][7]. L’algorithme de Pyra-
mide laplacienne de Burt-Adelson fut le premier exem-
ple connu mais il souffre notamment de la redondance
de la représentation des données aprés transformation.
Mallat a utilisé 'analyse des ondelettes pour développer
un algorithme rapide de transformations multi-échelles
des images qui a la méme philosophie que le schéma du
Pyramid Laplacienne mais qui est plus efficace.

Dans cette étude nous présentons une transforma-
tion multi-échelles. qui effectue un changement de base
vers la base de Faber-Schauder, et nous construisons
un algorithme de transformation (et transformation in-
verse) qui est rapide et exacte; cette transformation
sera désignée par FMT. Nous présentons ensuite une
méthode de visualisation & échelles mixtes qui permet
d’observer, sur une seule image, l'effet de la transfor-
mation. On constate alors une concentration des co-
efficients autour des régions des contours et ceci est
confirmé par l'aspect particulier de I'histogramme. Si
on prend en compte uniquement ses coefficients sig-
nificatifs on a seulement une petite perturbation de
I'image multi-échelle et avec un bon conditionnement
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on pourra reconstruire l'image initiale sans grande
dégradation. Enfin, la visualisation a échelles mixtes
permet d’améliorer les performances de compression des
méthodes JPEG et surtout GIF.

Dans la section 2, nous décrivons la construction
de la base multi-échelle de Faber-Schauder et nous
élaborons l'algorithme de transformation et transfor-
mation inverse. Dans la section 3, nous introduisons la
visualisation a échelles mixtes des images transformées
et nous illustrons ses propriétés. Dans les sections 4
et 5. nous étudions les possibilités de compression de
la transformation FMT et de ses combinaisons avec les

méthodes JPEG et GIF.

2 Expression des images dans la

base multi-échelle de Faber-
Schauder

Considerons 'analyse multirésolution [4] de L?(R) com-
posé des espaces:

CcVaCcVicVWwCV,CV.,C

o V; est l'espace vectoriel des fonctions con-
tinues linéaires par morceaux sur les intervalles
([L‘,Zj. (k+ 1)2j])kez . Une base inconditionnelle de
chaque espace V;. appelée base canonique, est donnée
par la famille de fonctions:

(4] =2770(27 7z —n))
14z s1-1<x<0
ow:®(z) = l—z si0<z<1
0 sinon

Un signal 1D f° est en fait une séquence de nombres
' = (fDnez dans 12(Z?) (puisque un signal a une
énergie finie); donc il peut &tre associé a une fonction

f de V4 par:
)= fa®y(x)

nez
Pour définir la base de Faber-Schauder. on introduit la
famille d’espaces (W;);jecz de L?(R) tels que V; est une
somme direct de V;; et W1 : V; =V, -z Wit
L’espace W; est défini par le choix d'une base. Pour
la base de Faber-Schauder, elle est donnée par la

famille:(‘llf'1 = q’;"'ﬂ)nez

et la base multi-échelle de Faber-Schauder de L?(R) est
donnée par : (‘I’{L)n ez

De la méme fagon dans le cas bidimensionnel, une anal-
yse multirésolution de L*(R?) peut étre construite a
partir des produits tensoriels des espaces V; : V; =
Vi x V; | la base canonique de V; est alors donnée par:

((I){,m(w,y) =27®(27 7z —m, 277y — n))meZ
avec:®(z.y) = ®(z).2(y)
Les images sont eux aussi des séquences de nom-
bres fO = (fmn)(mmjez: dans 12(Z?) représentant les
valeurs des pixels. Une image peut donc étre associée
a une fonction f de Vo donnée par: f(z.y) = >
(m.n)EZ?

fmn (I)?n,.n (z,y)
Pour construire la base de Faber-Schauder. on considére
la famille des sous espaces (W;);cz de L?*(R?) ot V;
une somme direct de V;; et Wy :

Vj: V]‘+1 + Wj+1 :
Wit = Vi X Wy + Wi x Vi
+ Wit X Wj+1

La base de I'espace W, est donnée par :

pdi+1 J i+1 _ gitl J
(\I i = I)Z'm—f—l X \PJ ‘I’? ar.n \Il'jm X (I)
J 5 +1 +1 =
‘IIZ} m.n \Il'gn X \I/';L ) (mn)€ez?

et la base inconditionnelle et multi-échelle
de  Faber-Schauder de L?*(R?) est
o k
par: (\Ill myn’ \II‘) m.n° \I/S m, n) k.m.n€Z?
Une fonction de Vo : f(z,y) = > f2,.8%.(z,y)
mmnez
peut étre décomposée de fagon unique suivant Vi et

W, par:

donnée

P it
[. y Z TII’YL@’NL’I'E ( )
mneZ

+ Z (qmn\I}mn(r y)+gmn\ljmn(l lf)
mmneZ

+gm'n\1’3nn(17' y))

La suite f! est une version grossiére de I'image orig-
inale f° (une approximation polygonale de f°). tan-
dis que ¢! = (g**.g?',g%') représente la différence
d’information entre f° et fl. g¢'!(réspectivement g>!)
représente la différence pour la premiére (réspective-
ment la seconde)variable et g*! la différence diagonale
pour les deux variables.

Les suites f!, g' peuvent &tre calculées a partir de f0de
la maniére suivante:

5 —==rl
mneT f2'm.2n

iR ()
g'm,n T f21n+1,2n

1 0 0

?(fzm.Zn ar f2m+2,2n)

i(f?m 2n = f‘)m 2n+2)
fzm 2n ok f 2m.2n+2

=]
gmn <3 f2m..2n+1
Sl=re f(] =
gnm, - J2m+1.2n+1
0
+f2’m+2,2n + f2m+2.2n+2 )

réciproquement, on peut reconstruire la suite f° a par-
tir de f! et ¢! par:
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fZO'm.Zn = 7171.77,

f20m+1¢2n = g}:in + é( .'rln.n s f’%‘z,—i—l.'n,)

-f207n,.2n+1 = .q'.;zrz'n s %( ’7171,11 o f%z.n+1)

f20m+1.2n+1 = g':r}nln Al %( 71nn 5 f7171,,n+1
+f71nv+1.n + f’rln+1.n+l )

On obtient ainsi un algorithme pyramidal qui, a
chaque étape (ou échelle) j, décompose (réspective-
ment reconstruit) la suite f7 en (réspectivement i par-
tir de) fi*! et g/t!. Nous désignons cette trans-
formation par FMT ( transformation multi-échelle de
Faber-Schauder). Le nombre d’opérations utilisées
dans l'algorithme est proportionnel au nombre des don-
nées IV non nulles dans le signal (O(N) ) ce qui fait de
lui un algorithme trés rapide, en plus les opérations con-
tiennent uniquement des nombres arithmétiques, donc
la transformation est exacte et ne produit aucune ap-
proximation dans son implémentation numérique.

Les transformation multi-échelles ont été d’abord in-
troduites dans le traitement d’images par I'algorithme
du Pyramide laplacienne de P. Burt et E. Adelson, en-
suite Mallat a développé. a partir des bases orthonor-
males des ondelettes. un algorithme rapide de trans-
formation et de reconstruction des images dans ces
bases. L’algorithme de Mallat ressemble & 1'algorithme
de Burt-Adelson mais il est plus efficace car il ne génére
pas de la redondance dans I'information. élimine les cor-
rélations entre les différentes échelles, et donne des indi-
cations d’orientations spatiales dans I'image. La trans-
formation FMT a exactement le méme principe de con-
struction que celle de Mallat sauf que la base canonique
de 'analyse multirésolution n'est pas une base orthogo-
nale. Ceci ne I'empéche pas d’avoir les méme propriétés
[10] en traitement d’image que les bases d’ondelettes.
D’ autre part. I'algorithme FMT est plus proche de celui
du Pyramide laplacienne car il est trés simple et totale-
ment discret ce qui permet d’observer directement sur
les pixels les effets de la transformation. Finalement la
transformation FMT est un bon compromis entre les
bases d’ondelettes et le schéma du Pyramide Laplaci-
enne.

3 Visualisation des image trans-
formées par FMT

En général, le résultat de la transformation par on-
delettes d’une image est représenté par une séquence
pyramidale d’images qui représentent les différences
d’information entre les échelles successives (cf. figure
1A). Cependant, on peut regarder la transformation
multi-échelle FMT comme une application linéaire, de
la base canonique & la base multi-échelle, qui distribue
différemment l'information contenue dans 1'image ini-

tiale. Il est donc plus naturel de visualiser cette redistri-
bution. dans la base multi-échelle. sur une seule image
comme c’est le cas dans la base canonique. Le principe
de visualisation des images dans la base canonique con-
siste & placer chaque coefficient a I’endroit ou sa fonc-
tion de base atteint son maximum. le méme principe
s'impose naturellement pour la base multi-échelles (cf.
figure 1B).

L’image obtenue ainsi est une image cohérente qui
ressemble & une représentation des contours de l'image
originale (cf. figure 2). En fait la transformation FMT,
comme certaines transformations d’ondelettes, posséde
des similarités avec le détecteur de bords de Canny
[10]]3][8] o1 les contours correspondent aux maximums
locaux en module de la transformation. En effet dans
le cas de la transformation FMT, & chaque échelle, la
valeur de chaque pixel est donnée par le calcul de la dif-
férence avec ses voisins de 1’échelle précédente. Donc les
régions qui présentent un pic local pour ces différences
correspondent & une transition lumineuse forte pour les
valeurs de gris; tandis que les régions, ou ces différences
sont nulles, sont associées a une région ou le niveau de
gris est constant.

4 Compression d’images par la
transformation FMT

On vient de voir que la transformation des images
par FMT donne, par le biais de la visualisation a
échelle mixte, une bonne description des contours de
l'image. En fait le résultat est plus qu'une image de
contours parce qu’il contient exactement les mémes
informations que l'image initiale et on peut méme
retrouver l'image originale par la transformation in-
verse.Ceci nous conduit & se poser la question de savoir
si ces coefficients multi-échelles des régions des con-
tours caractérisent complétement l'image. Sur le plan
théorique la réponse est négative. en effet il existe,
dans le cas des transformations continues d’ondelettes,
des contre-exemples de fonctions différentes qui posse-
dent les mémes points contours dans leur transforma-
tion d’ondelettes|[3]. Donc on peut seulement espérer
que les dégradations introduites, si on ne prend pas en
compte les régions non contours, restent imperceptibles
dans I'image restituée.

Une propriété intéressante de la transformation
FMT, qui est valable aussi pour les transformation
d’ondelettes, est l'aspect caractéristique qu’elle donne
aux histogrammes des images transformées: le nom-
bre des coefficients pour un niveau de gris donné
décroit trés rapidement, pour devenir pratiquement nul,
lorsqu’on s’éloigne d'une valeur centrale trés proche de
zéro (cf. figure 3). Ceci implique que l'information
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(ou I'énergie ) de l'image transformée est concentrée
dans un petit nombre des coefficients significatifs con-
finés dans les régions des contours de I'image ini-
tiale. Donc 'annulation des autres coefficients (presque
nuls) provoque uniquement une petite perturbation de
I'image transformée. Pour connaitre 'effet d’une telle
perturbation sur la reconstruction de I'image initiale
il faut calculer le conditionnement de la matrice de la
transformation FMT, en effet si on a f = Mg ou f est
l'image initiale et g l'image multi-échelle alors le con-
ditionnement de M ( cond(M) = ||M]|. ||M_1|| > 1)
vérifie:

g cond(M)Kg—I—I

llgll

Clest a dire que la variation relative de I'image restituée
ne peut pas étre trés importante par rapport a celle de
l'image multi-échelle si le conditionnement est proche
de 1. Pour les transformations orthonormales le condi-
tionnement est toujours égales & 1 donc optimal, cepen-
dant on peut toujours améliorer le conditionnement si
on peut multiplier chaque colonne (ou chaque ligne) par
un scalaire bien choisi. dans le cas d’un changement de
base ceci revient a changer la normalisation des élé-
ments de la base.

Dans le cas ID on peut voir facilement que le con-
ditionnement. pour la norme induite de /... ne dépasse

pas 5.

Pour les images 2D les résultats obtenus (cf.
figure 4) confirment que dans ce cas aussi on obtient
un bon conditionnement.Plus généralement on a con-
staté qu'on peut pratiquement toujours éliminer entre
90% et 99% de coefficients multi-échelles sans dégra-
dation notable de l'image reconstruite et avec un bon
rapport signal bruit SNR (qui n’est autre que le carré
de I'inverse de la variation relative). Les résultats sont.
bien sir meilleurs, lorsque les images ne sont pas treés
texturées (cf. Tableaul).

Images | coefficients éliminés | SNR
Peppers 90 % 58
Hiway % 124
Lena 85 % 40
Objets 94 % 30

Tableau 1: Pourcentage des coefficients
éliminés et SNR. de quelques images
reconstituées (voir fig. 4).

Si nous comparons les performances de la transfor-
mation FMT avec la méthode standard de compression
JPEG. on constate qu'on peut atteindre de bons ré-
sultats de compression sans dégradation de l'image; de
plus ces résultats sont obtenus en appliquant la trans-
formation multi-échelle sur I'image toute entiére alors

que la transformation DCT qui est & la base de la méth-
ode JPEG n’est efficace que lorsqu’elle est appliquée
sur un block réduit de pixels (en général des blocks de
8 x 8pixels) [9]. ce qui entraine l'apparition des blocks
d’artefacts sur les images quand le taux de compression
est élevé. Ce phénomene de blocks est absent pour la
transformation FMT (cf. figure5).

5 Amélioration de JPEG et GIF
par FMT

On vient de voir que la représentation des images en
base multi-échelle de Faber-Schauder a pour effet de
compacter une grande partie de 1'énergie de l'image
dans les régions des contours. Ceci est bien illustré dans
la représentation & échelle mixte de ces images. L'idée
de compacter I'information contenue dans une image et
garder uniquement les coefficients dominants n’est pas
nouvelle, elle a déja fait ses preuves, par exemple, dans
la méthode DCT (discret cosine transform) qui est & la
base de plusieurs algorithmes standards de compression
comme JPEG et MPEG [9] [11]. Pour tester les pos-
sibilités de compression offerte par la représentation a
échelles mixte des images transformées par FMT nous
les avons stockés sous les format JPEG et GIF qui sont
des outils standards pour la compression des images.
L’algorithme JPEG déforme les images aprés leurs
stockage mais permet aussi d’obtenir les meilleurs taux
de compression. C’est particuliérement le cas pour
des images de scénes réelles ou photographiques [11].
Cependant, pour un taux de compression important.
on peut observer des blocks d’artefacts. Lorsqu’on ap-
plique JPEG sur des images transformées par FMT et
sous une représentation a échelle mixte on constate tou-
jours une légére amélioration du taux de compression
par rapport a l'image exprimée dans la base canon-
ique. Ceci est valable méme si on n’effectue aucun
changement sur les coefficients multi-¢chelles. Ceci sug-
gére qu’on peut améliorer les performances de JPEG en
utilisant des bases multi-échelles (cf.Tab. 2 ).Le stock-
age des images sous le format GIF ne déforme pas les
images lorsqu’elle sont exprimées en niveaux de gris
(256 niveaux) mais, en général, les résultats de com-
pression sont moins performants que le format JPEG
sauf pour des images peu texturées (comme les ban-
des dessinées) ot on obtient des résultats meilleurs car
JPEG a du mal & traiter les régions trés contrastées
[11].
échelles avec une représentation a échelle mixte. les taux
de compression s’améliorent nettement et s’approchent
des résultats obtenus avec JPEG (méme avec des im-
ages tres texturées) (cf. Tab. 2 ) sans oublier que la
transformation GIF+FMT est exacte pour les images

Lorsqu’on applique GIF & des images multi-
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en niveaux de gris. Les images transformées avec une
représentation & échelles mixtes se prétent donc bien a
la compression par le format GIF.

6 Conclusion

Nous avons présenté une transforamtion multi-échelle
(FMT) issue de l'expression des images dans la base
de Faber-Schauder. Cette méthode se distingue par
sa simplicité et ses performances de confinement de
l'information sur les régions des contours de 'image.
La visualisation & échelles mixtes des images transfor-
mées permet de mettre en évidence ses propriétés. en
particulier les possibilités de compression des images et
I'amélioration des performances de méthodes standards
de compression comme JPEG et GIF.
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Format de stockage | Lena | Peppers | Hiway | Objets
JPEG 8.98 9.07 17.90 | 6.81
JPEG+FMT 8.93 6.44 12.80 | 7.39
GIF 63.70 | 63.40 | 69.10 | 42.50
GIF+FMT 16.50 | 14.70 | 28.90 | 7.94

Tableau 2: Tailles des images (en Ko) stockées avec et sans
la transformation multi-échelle FMT(avec une représentation a échelles mixtes).

foo fos 8 g g5 g g gl g
fo fas gl gl g glb gll gl gl
2% g g% g% &1 g g g gl
g% g5 g% gn g g g gi gl
g gl gb ef gh gi gil g gl
205 So1 8% 8% gh g g gh gB
gi5 git g gl gii gif g g8} g8
g% g g% g% gun g% g5 g g5
g3 g3t g% g8 g g &b g8 &8

FigurelA: Représentation a échelles séparées pour une image 9 x 9 transformée dans la base
multi-échelle.

foo g0 8% g g gh g gh f
205 g0 &G & 8» gh g8 gi gi
g glo g gh g5 gl g8 g g8
gis gl gif g g3 g} g g8} g}
g% g gl g g gh g gl g
g% 8% &% g4 g¥ g g8 g8 gi
g g g gh gh gl & g g%
gh g% & g4 gB g8 g} g8 g
Mo gl g gil gl g g8 gl £

Figure1B: Représentation a échelles mixtes, les coefficients sont placés a I’endroit ou leurs fonctions
de bases sont maximales.
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i) : (o
Figure?: Rey tutien & dehetles sépardes (en haut) ot § dchelies mixtes lon bas) de “lena®
Les coeflicients sont dans 1 base cancnique dans (A),(C)
et dans i base muli-dchelle de Faber-Schauder dans {8110}

Figrured: Echantilfon o Wistogranwoes dimages {Peppers, HiveayLena objet)
exprimées dans la base canonigue fen haut) ot en base mulliéehelie lon bas).
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Fgured: Inageinifiale " Peppers' (agwdm)dsammsmmhm
apartir des coeffidends muhi-echeles dominants (environ 10% des coefficiends).

]

fo} {d}
Figures: Dégradation de "lena’ par FHY {4 gauche) o2 JPEG {3 droite)
FRIT © poucentage de coefficients &imints: (a) 8% ,4c733%
SPEG:

pport de o YR80 fesd Y,
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